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Â ñòàòüå àíàëèçèðóþòñÿ ïîíÿòèÿ îáîçðèìîñòè è ñòðîãîñòè ìàòåìàòè -
÷åñêîãî äîêàçàòåëüñòâà. Ïîêàçàíî, ÷òî îáîçðèìîñòü è ñòðîãîñòü ìîæíî ðàñ -
ñìàòðèâàòü êîíòåêñòóàëüíî. Ýòè ïîíÿòèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ â êîíòåêñòå ìàòå -
ìàòè÷åñêîé ïðàêòèêè. Íà ðÿäå ïðèìåðîâ èç èñòîðèè ìàòåìàòèêè ðàñêðû -
âàåòñÿ êîíòåêñòóàëüíûé õàðàêòåð ïîíÿòèÿ ñòðîãîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî ïîíÿòèå
ñòðîãîñòè ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ àíàëîãè÷íî ïîíÿòèþ îáîçðèìîñòè. Âûäå -
ëåíèå ìåçîñêîïè÷åñêîé îáîçðèìîñòè ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î âîçìîæíîì âû -
äåëåíèè, ïîìèìî ãëîáàëüíîé è ëîêàëüíîé ñòðîãîñòè, ïðîìåæóòî÷íîãî ïîíÿ -
òèÿ ñòðîãîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàòåìàòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî; ìàòåìàòè÷åñêîå çíà -
íèå; îáîçðèìîñòü; ñòðîãîñòü; ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïðàêòèêà

L.D. Lamberov

CONTEXTUALITY, SURVEYABILITY, AND RIGOR
OF MATHEMATICAL PROOF

The article analyzes the concepts of surveyability and rigor of mathematical
proof. It is shown that surveyability and rigor can be considered contextually.
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1 Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà íàóêè
è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ ÐÔ â ðàìêàõ Ïðîãðàììû ðàçâèòèÿ Óðàëüñêîãî ôåäåðàëü -
íîãî óíèâåðñèòåòà èì. ïåðâîãî Ïðåçèäåíòà Ðîññèè Á.Í. Åëüöèíà â ñîîòâåòñòâèè
ñ ïðîãðàììîé ñòðàòåãè÷åñêîãî àêàäåìè÷åñêîãî ëèäåðñòâà «Ïðèîðèòåò-2030».



These concepts are considered in the context of mathematical practice. Several
examples from the history of mathematics reveal the contextual nature
of the concept of rigor. It is shown that the concept of rigor can be considered
similar to the concept of surveyability. Distinguishing of mesoscopic surveyability
suggests the possible distinguishing of an intermediate concept of rigor in addition
to global and local rigor.

Keywords: mathematical proof; mathematical knowledge; surveyability; rigor; 
mathematical practice
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Êîíòåêñòóàëüíîñòü ìîæíî ðàññìîòðåòü â ñâÿçè ñ ïîíÿòèåì ñòðî -
ãîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî äîêàçàòåëüñòâà2. Òðàäèöèîííîå ïîíèìàíèå
ñòðîãîñòè [7; 12] ñâÿçûâàåòñÿ ñ îòíîøåíèåì ëîãè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ
è ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ñòðîãèì ÿâëÿåòñÿ òàêîå äîêàçàòåëüñòâî, â êîòîðîì 
çàêëþ÷åíèå (òåîðåìà) ëîãè÷åñêè âûòåêàåò èç èñïîëüçóåìûõ àêñèîì
è/èëè ãèïîòåç ïî ïðàâèëàì âûâîäà. Òàêîå ïîíèìàíèå ñòðîãîñòè ìîæíî
íàçâàòü êîíöåïöèåé ñòðîãîñòè êàê ãëîáàëüíîé îáùåçíà÷è îñòè [13].
Äàííîå íàçâàíèå ÷åòêî îòðàæàåò ñîäåðæàíèå óêàçàííîé êîíöåïöèè.
Â ÷àñòíîñòè, òåðìèí «ãëîáàëüíûé» çäåñü îáîçíà÷àåò óíèâåðñàëüíîñòü 
ýòîãî ïîíèìàíèÿ ñòðîãîñòè, åãî ïîâñåìåñòíóþ ïðèìåíèìîñòü, à òåð -
ìèí «îáùåçíà÷èìîñòü» óêàçûâàåò íà îòíîøåíèå ëîãè÷åñêîãî ñëåäî -
âàíèÿ. Êàê èçâåñòíî, â ðàìêàõ ôîðìàëüíîé ëîãèêè îáùåçíà÷è -
ìûìè íàçûâàþòñÿ ôîðìóëû, èñòèííûå ïðè ëþáîé èíòåðïðåòàöèè,
à âûâîä íàçûâàåòñÿ îáùåçíà÷èìûì, åñëè ìåæäó ïîñûëêàìè âûâîäà
è åãî çàêëþ÷åíèåì èìååò ìåñòî îòíîøåíèå ëîãè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ,
êîòîðîå òðàäèöèîííî ïîíèìàåòñÿ êàê îòíîøåíèå, èìåþùåå ìåñòî
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íåâîçìîæíà òàêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ, ïðè
êîòîðîé îäíîâðåìåííî ïîñûëêè èñòèííû, à çàêëþ÷åíèå ëîæíî. Äðó -
ãèìè ñëîâàìè, íàçûâàÿ íåêîòîðîå äîêàçàòåëüñòâî îáùåçíà÷èìûì, ìû
ïðåäïîëàãàåì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà àêñèîìû è/èëè ãèïîòåçû, ëåæàùèå
â îñíîâàíèè äàííîãî äîêàçàòåëüñòâà, èñòèííû, òåîðåìà (çàêëþ÷åíèå
äîêàçàòåëüñòâà) òîæå èñòèííà. Òî åñòü òåîðåìà ëîãè÷åñêè ñëåäóåò èç
àêñèîì è/èëè ãèïîòåç ïî çàðàíåå îïðåäåëåííûì ïðàâèëàì âûâîäà.

Ýòî îòíîøåíèå ìîæåò áûòü íåïîñðåäñòâåííî ïðîàíàëèçèðîâàíî
ñ ïîìîùüþ ñðåäñòâ ñîâðåìåííîé ëîãèêè. Íåïîñðåäñòâåííîñòü àíà -
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2 Ïîäðîáíåå î ñâÿçè ñòðîãîñòè è êîíòåêñòóàëüíîñòè ñì.: [1].



ëèçà çäåñü îçíà÷àåò, ÷òî ïðîöåññ ôîðìàëèçàöèè íåêîòîðîãî äàííîãî
ðåçóëüòàòà íåêîòîðîé äàííîé íåôîðìàëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè
è åãî ôîðìàëèçîâàííîå ïðåäñòàâëåíèå â ðàìêàõ ñîîòâåòñòâóþùåé
ôîðìàëèçîâàííîé òåîðèè ÿâëÿþòñÿ òðèâèàëüíûìè.

Òåì íå ìåíåå òàêîå ïîíèìàíèå ñòðîãîñòè íå ñîîòâåòñòâóåò àêòó -
àëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ïðàêòèêå, â êîòîðîé ôîðìàëèçàöèÿ [14] íåêî -
òîðûõ ðåçóëüòàòîâ íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì ïðîöåññîì è òðå -
áóåò çíà÷èòåëüíûõ èíòåëëåêòóàëüíûõ (à â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ è âû -
÷èñëèòåëüíûõ) óñèëèé. Â ðÿäå ðàçäåëîâ ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè
óáåäèòåëüíîñòü [4] äîêàçàòåëüñòâà è åãî ñòðîãîñòü îïðåäåëÿþòñÿ íå
âîçìîæíîñòüþ èõ íåïîñðåäñòâåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå ëîãè÷åñ -
êîãî âûâîäà, à íåêîòîðûìè äðóãèìè ôàêòîðàìè [3]. Ýòè ôàêòîðû
îêàçûâàþòñÿ çàâèñÿùèìè îò êîíòåêñòà êîíêðåòíîé ìàòåìàòè÷åñêîé
òåîðèè. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî óêàçàòü íà âûðàáàòûâàåìóþ ïðè
çàíÿòèè òåîðèåé óçëîâ [11] ñïîñîáíîñòü ê «ìàíèïóëÿòèâíîìó âîîáðà -
æåíèþ» [10].

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïðàêòèêà ïîñòðîåíèÿ äîêàçàòåëüñòâ â òåîðèè
óçëîâ ïðåäïîëàãàåò, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì è ãîòî -
âûì ê òðèâèàëüíîé ôîðìàëèçàöèè, îíî ñîäåðæèò ïðîáåëû, êîòîðûå
«çàïîëíÿþòñÿ» ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ ñðåäñòâ ðåïðåçåíòàöèè (ñõå -
ìàìè, ðåàëèçàöèÿìè ðàññìàòðèâàåìûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ
â âèäå ôèçè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé è ò.ä.). Äàííûå ñðåäñòâà ðåïðåçåíòà -
öèè ñóùåñòâåííûì îáðàçîì îïèðàþòñÿ íà îáû÷íîå ïðîñòðàíñòâåííîå 
âîîáðàæåíèå, ïðèñóùåå ëþäÿì â ñèëó èõ åñòåñòâåííîãî ðàçâèòèÿ
â ïðîñòðàíñòâåííîé ñðåäå, è ïðîñòðàíñòâåííûå ìàíèïóëÿöèè ñ îêðó -
æàþùèìè ôèçè÷åñêèìè ïðåäìåòàìè. Òåì ñàìûì â ðàìêàõ òåîðèè
óçëîâ è â ðÿäå äðóãèõ ñõîäíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ðàçäåëîâ àêòóàëèçè -
ðóåòñÿ îáûäåííûé ÷åëîâå÷åñêèé îïûò. Îäíàêî â âîîáðàæåíèè ìîæíî
ïðåäñòàâèòü î÷åíü ìíîãîå, â òîì ÷èñëå è òî, ÷òî â îêðóæàþùåì
ôèçè÷åñêîì ìèðå ïîêà îòñóòñòâóåò ëèáî è âîâñå íåâîçìîæíî. Çàêîíî -
ìåðíî âîçíèêàåò âîïðîñ îá ýïèñòåìè÷åñêîé ñâÿçè ìåæäó ïðîñòðàíñò -
âåííûì âîîáðàæåíèåì â ìàòåìàòè÷åñêèõ òåîðèÿõ è ïðîñòðàíñòâåí -
íûì âîîáðàæåíèåì òîãî, ÷òî âîçìîæíî ñ òî÷êè çðåíèÿ çàêîíîâ ïðè -
ðîäû è/èëè òîé èëè èíîé ëîãèêè.

Ðàññìàòðèâàåìàÿ ñïîñîáíîñòü «ìàíèïóëÿòèâíîãî âîîáðàæåíèÿ»
ïðèìåíÿåòñÿ èññëåäîâàòåëåì êîíòåêñòóàëüíî è âûðàáàòûâàåòñÿ òîæå
êîíòåêñòóàëüíî â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ è îñâîåíèÿ òåîðèè óçëîâ. Ïðè

Êîíòåêñòóàëüíîñòü, îáîçðèìîñòü, ñòðîãîñòü
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ýòîì ïðîöåññ îáó÷åíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ îáó÷åíèåì èìåííî ñïîñîáíîñòè
«ìàíèïóëÿòèâíîãî âîîáðàæåíèÿ», à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáû÷íûé
ïðîöåññ îáó÷åíèÿ ïðàâèëàì, ìåòîäàì è ïðèíöèïàì ïîñòðîåíèÿ äîêà -
çàòåëüñòâ, êëþ÷åâûì ðåçóëüòàòàì, áàçîâûì ïðèíöèïàì è àêñèîìàì,
à òàêæå èõ êâàçèôèëîñîôñêîìó îáîñíîâàíèþ. Òî åñòü ýòà ñïîñîáíîñòü 
âûðàáàòûâàåòñÿ ïóòåì îñîáîãî ðîäà ìàòåìàòè÷åñêîé òðåíèðîâêè è çà -
ìåùàåò â âîîáðàæåíèè ìàíèïóëÿöèè íàä ôîðìàëèçîâàííûìè êîíñò -
ðóêöèÿìè. Òåì ñàìûì ýòî íå ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèÿ âîîáðàæåíèÿ,
à äåéñòâèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå íàáîðàì ïîñëåäîâàòåëüíûõ øàãîâ, òî,
÷òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àíàëîã «ñèíòàêñè÷åñêîãî ñàõàðà», íî íå
â ñìûñëå ñîêðàùåíèÿ îïðåäåëåíèé èëè ôîðìóë, à â ñìûñëå ñîêðàùå -
íèÿ äîêàçàòåëüñòâ ïóòåì çàìåíû íàáîðà ïîñëåäîâàòåëüíûõ øàãîâ íà
ïðîñòðàíñòâåííûå ìàíèïóëÿöèè, îñóùåñòâëÿåìûå â âîîáðàæåíèè
èññëåäîâàòåëÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñïîñîáíîñòü ê «ìàíèïóëÿòèâíîìó
âîîáðàæåíèþ» ïîä÷èíåíà ñòðîãèì ïðàâèëàì, ñîîòâåòñòâóåò îïðåäå -
ëåííûì íàáîðàì øàãîâ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì â ñèíòàêñè÷åñêîé ìà -
íèïóëÿöèè ñèìâîëàìè â ôîðìàëèçîâàííîì äîêàçàòåëüñòâå è ïðåäïî -
ëàãàåò îïðåäåëåííûå îãðàíè÷åíèÿ íà îñóùåñòâëÿåìûå îïåðàöèè íàä
îáúåêòàìè â âîîáðàæåíèè.

Òàêèì îáðàçîì, óêàçàííàÿ ñïîñîáíîñòü âûðàáàòûâàåòñÿ ïóòåì
îñîáîãî ðîäà ìàòåìàòè÷åñêîé òðåíèðîâêè è çàìåùàåò â âîîáðàæåíèè
ìàíèïóëÿöèè íàä ôîðìàëèçîâàííûìè êîíñòðóêöèÿìè, íàáîðàìè ñèí -
òàêñè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Òàêèå ìàíèïóëÿöèè íàä îáúåêòàìè èç òåîðèè
óçëîâ ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âîîáðàæåíèè êàê äåéñòâèÿ ïî îáî -
ðà÷èâàíèþ âåðåâîê âîêðóã ñâîåãî òåëà, çàâÿçûâàíèþ è ðàçâÿçûâàíèþ
óçëîâ, ïåðåïëåòåíèþ âåðåâîê è ò.ä. Äîêàçàòåëüñòâî ïðè òàêîì ïîä -
õîäå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óïîðÿäî÷åííûé íàáîð «ðèñóíêîâ», ïåðåõîä
ìåæäó êîòîðûìè îñóùåñòâëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòðîãî îïðåäå -
ëåííûì íàáîðîì ðàçðåøåííûõ ýïèñòåìè÷åñêèõ äåéñòâèé. Äåéñòâèÿ,
ñîñòàâëÿþùèå òàêîå «òîïîëîãè÷åñêîå» äîêàçàòåëüñòâî, îñíîâûâà -
þòñÿ íà íåêîòîðîé ôîðìå âîîáðàæåíèÿ, èñïîëüçóþùåé óæå èìåþ -
ùèåñÿ êîãíèòèâíûå ñïîñîáíîñòè, ñâÿçàííûå ñ ìàíèïóëÿöèåé íàä êîí -
êðåòíûìè ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûìè îáúåêòàìè è óñèëåííûå ñïå -
öèàëüíûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè çíàíèÿìè.

Ïðè òàêîì ïîäõîäå äîêàçàòåëüñòâà îêàçûâàþòñÿ êîíòåêñòíî çàâè -
ñèìûìè, òàê êàê îíè ñâÿçûâàþòñÿ ñî ñòàíäàðòàìè òåêóùåé ìàòåìàòè -
÷åñêîé ïðàêòèêè. Êîíå÷íî, òàêîå äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî ïðåäñòàâèòü
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â ôîðìàëèçîâàííîì âèäå, íî ýòî íå ìîæåò áûòü ñäåëàíî íåïîñðåä -
ñòâåííî, ïîñêîëüêó äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ íàéòè ôîðìàëèçîâàííûå àíà -
ëîãè äëÿ äåéñòâèé, îñóùåñòâëÿåìûõ â âîîáðàæåíèè, è ýòî íå ÿâëÿåòñÿ
íåîáõîäèìûì äëÿ óáåäèòåëüíîñòè äîêàçàòåëüñòâà [15], òàê êàê ñîîá -
ùåñòâó ñïåöèàëèñòîâ äîñòàòî÷íî òàêîãî «íåôîðìàëüíîãî» äîêàçà -
òåëüñòâà, óêàçûâàþùåãî íà òî, êàêèå äåéñòâèÿ «ìàíèïóëÿòèâíîãî âî -
îáðàæåíèÿ» íàäî îñóùåñòâèòü. Ïîäîáíûì æå îáðàçîì îáñòîÿò äåëà
è â äðóãèõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè, ãäå â êà÷åñòâå êðèòåðèåâ ñòðîãîñòè
äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçóþòñÿ ñîáñòâåííûå è çàâèñÿùèå îò êîíòåêñòà
ôàêòîðû. Äðóãèìè ñëîâàìè, â ðàìêàõ ìàòåìàòè÷åñêîé ïðàêòèêè
ïðåæäåâðåìåííî ñâÿçûâàòü ñòðîãîñòü äîêàçàòåëüñòâà ñ ãëîáàëüíîé
îáùåçíà÷èìîñòüþ, ñëåäóåò îáðàùàòü âíèìàíèå íà êîíòåêñò, ïðåä -
ñòàâëÿþùèé ñîáîé íîðìû è ïðàâèëà äàííîãî óçêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî 
ñîîáùåñòâà, ñîîáðàçîâàííûå ñ ðàçðàáàòûâàåìûìè ýòèì ñîîáùåñòâîì
ìàòåìàòè÷åñêèìè òåîðèÿìè.

II

Óêàçàííàÿ êîíöåïöèÿ ñòðîãîñòè ìîæåò áûòü íàçâàíà êîíöåïöèåé
ñòðîãîñòè êàê ëîêàëüíîé (â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ïðèâåäåííîé ãëî -
áàëüíîé) îáùåçíà÷èìîñòè. Ðàçâåäåíèå ãëîáàëüíîé îáùåçíà÷èìîñòè
è ëîêàëüíîé îáùåçíà÷èìîñòè ïðåäëîæåíî ïî àíàëîãèè ñ âûäåëåíèåì
Á. Áýññëåðîì [6] ãëîáàëüíîé îáîçðèìîñòè è ëîêàëüíîé îáîçðèìîñòè.
Ïåðâàÿ ñâÿçûâàåòñÿ èì ñ ïîíèìàíèåì äîêàçàòåëüñòâà â öåëîì, åãî
ñòðóêòóðû è îáùåé èäåè (êîíöåïöèÿ Äæ. Ëîêêà î êîíòèíóàëüíîñòè
ìûøëåíèÿ), à âòîðàÿ – ñ ïîíèìàíèåì ïåðåõîäîâ ìåæäó îòäåëüíûìè
øàãàìè äîêàçàòåëüñòâà (êîíöåïöèÿ Ð. Äåêàðòà î âûäåëåíèè ïðîñòûõ
êîìïîíåíòîâ ìûøëåíèÿ), c èíòóèòèâíûì ïîñòèæåíèåì ïðèìåíåíèÿ
ïðàâèë âûâîäà â êàæäîì îòäåëüíîì ñëó÷àå. ×òî æå êàñàåòñÿ ïîíÿòèÿ
ñòðîãîñòè, òî çäåñü ãëîáàëüíàÿ îáùåçíà÷èìîñòü ïðåäïîëàãàåò óíè -
âåðñàëüíûå, îáùèå êðèòåðèè óáåäèòåëüíîñòè äîêàçàòåëüñòâà, îïðåäå -
ëÿåìûå îòíîøåíèåì ëîãè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ, à ëîêàëüíàÿ îáùåçíà -
÷èìîñòü ñâÿçûâàåòñÿ ñ êîíòåêñòóàëüíî çàâèñèìûìè êðèòåðèÿìè, èñ -
ïîëüçóåìûìè ìàòåìàòè÷åñêèì ñîîáùåñòâîì â ðàìêàõ îòäåëüíî âçÿ -
òîãî íàáîðà ìàòåìàòè÷åñêèõ òåîðèé. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå äëÿ óáåäè -
òåëüíîñòè íå òðåáóåòñÿ ñâåäåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ê öåïî÷êå ýëåìåí -
òàðíûõ øàãîâ, «ñêðåïëåííûõ», åñëè ãîâîðèòü ìåòàôîðè÷åñêè, îòíî -
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øåíèåì ëîãè÷åñêîãî âûâîäà. Óêàçàííàÿ êîíöåïöèÿ ñòðîãîñòè êàê ëî -
êàëüíîé îáùåçíà÷èìîñòè ñîãëàñóåòñÿ ñ ïîçèöèåé êîíòåêñòóàëèçìà
â ýïèñòåìîëîãèè, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðîé ïðèïèñûâàíèå àãåíòó
çíàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ â òîì ÷èñëå êîíòåêñòîì, à íå òîëüêî èñòèí -
íîñòüþ óáåæäåíèÿ è íàëè÷èåì êàêèõ-ëèáî ôàêòîðîâ îáîñíîâàíèÿ.

Êîíöåïöèÿ ñòðîãîñòè êàê ëîêàëüíîé îáùåçíà÷èìîñòè ïðåäïîëà -
ãàåò ðàçãîâîð î íåôîðìàëüíûõ äîêàçàòåëüñòâàõ, êîòîðûå íå ìîãóò
áûòü íåïîñðåäñòâåííî ôîðìàëèçîâàíû. Òàê êàê â íåôîðìàëüíûõ äî -
êàçàòåëüñòâàõ áîëüøóþ ðîëü èãðàåò èíòóèöèÿ, îíà æå (â ôîðìå, íà -
ïðèìåð, ïðîñòðàíñòâåííîé èíòóèöèè èëè «ìàíèïóëÿòèâíîãî âîîáðà -
æåíèÿ») ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîé ýïèñòåìè÷åñêîé ÷àñòüþ ëîêàëüíîé
îáùåçíà÷èìîñòè. Â ìàòåìàòè÷åñêîé ïðàêòèêå ðåäêî èñïîëüçóþòñÿ
ôîðìàëèçîâàííûå äîêàçàòåëüñòâà, ñêîðåå ëèøü ïðåäïîëàãàåòñÿ ïðèí -
öèïèàëüíàÿ ôîðìàëèçóåìîñòü äîêàçàòåëüíûõ êîíñòðóêöèé, íåôîð -
ìàëüíûå äîêàçàòåëüñòâà íåïîëíû, ñîäåðæàò ïðîáåëû, à èíòóèöèÿ â åå
ðàçëè÷íûõ ôîðìàõ ñëóæèò öåëÿì «íàãëÿäíîãî» çàïîëíåíèÿ ýòèõ
ïðîáåëîâ.

Âûøå áûëî óêàçàíî, ÷òî â òåîðèè óçëîâ ñïîñîáíîñòü ê «ìàíèïó -
ëÿòèâíîìó âîîáðàæåíèþ» îñíîâàíà íà îñîáûõ êîìïåòåíöèÿõ, êîòî -
ðûå âûðàáàòûâàþòñÿ â ïðîöåññå ñòðîãîãî îáó÷åíèÿ è èíäîêòðèíàöèè
ìàòåìàòèêîâ, óñâîåíèÿ èìè ïðèíöèïîâ è ïðàâèë ïîñòðîåíèÿ äîêàçà -
òåëüñòâ (â òîì ÷èñëå ôîðìàëèçîâàííûõ), à â êà÷åñòâå áàçîâîé ñïîñîá -
íîñòè ïðåäïîëàãàåò ïðîñòðàíñòâåííîå ìûøëåíèå è âèçóàëèçàöèþ.
Òðàäèöèîííî ïîíÿòèå èíòóèöèè â ðàìêàõ ïîíÿòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî
äîêàçàòåëüñòâà ñâÿçûâàåòñÿ ñ ïîíèìàíèåì, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé íåîáõîäèìûé êîìïîíåíò óáåäèòåëüíîñòè. Îáøèðíîå ôîðìàëè -
çîâàííîå äîêàçàòåëüñòâî ìîæåò îêàçàòüñÿ â ìåíüøåé ñòåïåíè ïîíÿò -
íûì ïî ñðàâíåíèþ ñ êîðîòêèì è èíòóèòèâíî ÿñíûì íåôîðìàëüíûì
äîêàçàòåëüñòâîì, òåì ñàìûì óáåäèòåëüíîñòü ïåðâîãî ñîñòîèò â äîâå -
ðèè ê ôîðìàëüíîé ñèñòåìå è àãåíòó, ïîñòðîèâøåìó/ïðîâåðèâøåìó
äîêàçàòåëüñòâî (ëèáî ê ñîáñòâåííîé ñïîñîáíîñòè ê ïîñòðîåíèþ
è ïðîâåðêå òàêîãî äîêàçàòåëüñòâà), à âòîðîãî – â äîâåðèè ê ñîáñòâåí -
íîé èíòóèöèè è ïðîñòðàíñòâåííîìó âîîáðàæåíèþ. Îäíàêî íåîáõî -
äèìî óêàçàòü, ÷òî ïîíÿòèÿ ãëîáàëüíîé è ëîêàëüíîé îáîçðèìîñòè
ìîãóò áûòü äîïîëíåíû ïîíÿòèåì ìåçîñêîïè÷åñêîé îáîçðèìîñòè [2;
16], ïðåäïîëàãàþùèì ñòðîãóþ ôîðìàëèçàöèþ äîêàçàòåëüñòâà ñ ñî -
õðàíåíèåì åãî íàãëÿäíîñòè áëàãîäàðÿ èñïîëüçîâàíèþ ñïåöèôè÷åñêèõ 
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äëÿ äàííîé ïðåäìåòíîé îáëàñòè òåðìèíîâ. Ìåçîñêîïè÷åñêàÿ îáîçðè -
ìîñòü îñòàåòñÿ ñëàáî èññëåäîâàííûì ïîíÿòèåì è òðåáóåò ñâîåãî ïî -
äðîáíîãî ðàññìîòðåíèÿ.

III

Ìîæåò ïîêàçàòüñÿ [9], ÷òî â êîíöåïöèè ñòðîãîñòè êàê ëîêàëüíîé
îáùåçíà÷èìîñòè ñëèøêîì áîëüøóþ ðîëü èãðàåò ïîíÿòèå èíòóèöèè
è ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íåêîòîðûå íåôîðìàëüíûå äîêàçàòåëüñòâà ÿâ -
ëÿþòñÿ ïðèíöèïèàëüíî íåôîðìàëèçóåìûìè. Ñ òî÷êè çðåíèÿ óêàçàí -
íîé êðèòèêè ñòðîãîñòü îïðåäåëÿåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî ôîðìàëèçóå -
ìîñòüþ, ò.å. ïðåäñòàâëåíèåì äîêàçàòåëüñòâà â ïîëíîì ôîðìàëèçîâàí -
íîì âèäå. Íåñîìíåííî íàëè÷èå ôîðìàëèçîâàííîãî äîêàçàòåëüñòâà
ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíûì óñëîâèåì äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåôîðìàëüíîãî
äîêàçàòåëüñòâà. Äðóãèìè ñëîâàìè, âî âñåõ ñëó÷àÿõ3, êîãäà èìååòñÿ
ôîðìàëèçîâàííîå äîêàçàòåëüñòâî, èìååòñÿ ëèáî ñîîòâåòñòâóþùåå
åìó íåôîðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî, ëèáî âîçìîæíîñòü åãî ïîñòðîå -
íèÿ. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ïðàêòèêè óáåäèòåëüíîñòü íåôîð -
ìàëüíîãî äîêàçàòåëüñòâà çàâèñèò îò àóäèòîðèè: åñëè àóäèòîðèÿ îáëà -
äàåò íåîáõîäèìûìè äëÿ ïðîâåðêè ñïîñîáíîñòÿìè (è äàííîå äîêàçà -
òåëüñòâî âûäåðæèâàåò òàêóþ ïðîâåðêó), òî äîêàçàòåëüñòâî îêàçûâàåò -
ñÿ äëÿ íåå óáåäèòåëüíûì, òàê êàê ó÷àñòíèêè êîìïåòåíòíîãî ñîîá -
ùåñòâà ìîãóò âîññòàíîâèòü ïðîïóñêè ñ ïîìîùüþ ñâîåé èíòóèöèè.
Ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ìàòåìàòèêè ïðèíèìàþò äîêàçàòåëüñòâî íå
ïîòîìó, ÷òî îíî ôîðìàëèçîâàíî, ñêîðåå îíè ïðèíèìàþò åãî ïî äðó -
ãèì îñíîâàíèÿì è çàòåì äåëàþò âûâîä î ïðèíöèïèàëüíîé ôîðìàëè -
çóåìîñòè äîêàçàòåëüñòâà. Â ïðèíÿòèè äîêàçàòåëüñòâà êëþ÷åâóþ ðîëü
èãðàåò íå êðèòåðèé ñòðîãîñòè, à êðèòåðèé óáåäèòåëüíîñòè, êîòîðûé
îïðåäåëÿåò, ìîæåò ëè äîêàçàòåëüñòâî áûòü îïóáëèêîâàíî, ïðåäñòàâ -
ëåíî øèðîêîé àóäèòîðèè ïðè ó÷åòå êîíêðåòíîãî êîíòåêñòà.

Â ìàòåìàòè÷åñêîé ïðàêòèêå îäíó èç îñíîâíûõ ðîëåé èãðàåò íîð -
ìàòèâíîñòü. Êðèòåðèé óáåäèòåëüíîñòè îïðåäåëÿåò, êàêèå èìåííî
óïóùåíèÿ â íåôîðìàëüíîì äîêàçàòåëüñòâå íå ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåí -
íûìè. Íåôîðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî äîëæíî áûòü êîððåêòíûì, íî íå 
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3 Î òðóäíîñòÿõ òàêîãî ïîäõîäà ñì.: [17].



îáÿçàíî áûòü ñòðîãèì â ñìûñëå ñòðîãîñòè êàê ãëîáàëüíîé îáùåçíà -
÷èìîñòè. Íåêîòîðûå èñòîðè÷åñêèå äîêàçàòåëüñòâà (íàïðèìåð, äîêàçà -
òåëüñòâà Íüþòîíà è Ëåéáíèöà, ïðåäëîæåííûå èìè äëÿ òåîðèè áåñ -
êîíå÷íî ìàëûõ, è äàæå ñîîòâåòñòâóþùèå äîêàçàòåëüñòâà Êîøè
è Âåéåðøòðàññà, äîêàçàòåëüñòâà èòàëüÿíñêîé øêîëû àëãåáðàè÷åñêîé
ãåîìåòðèè äî ðàáîò Î. Çàðèñêè [8]) ïî ñåãîäíÿøíèì ìåðêàì íå ÿâëÿ -
þòñÿ ñòðîãèìè, õîòÿ â ìîìåíò èõ îáíàðîäîâàíèÿ îíè ñ÷èòàëèñü äîñòà -
òî÷íî óáåäèòåëüíûìè. Îäíàêî ýòî íå îçíà÷àåò, ÷òî êîíöåïöèÿ ñòðî -
ãîñòè êàê ëîêàëüíîé îáùåçíà÷èìîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçíîâèä -
íîñòü ðåëÿòèâèçìà [18], ñîãëàñíî êîòîðîìó êîððåêòíîñòü (ñîîòâåòñò -
âåííî, óáåäèòåëüíîñòü) äîêàçàòåëüñòâà îïðåäåëÿåòcz èñêëþ÷èòåëüíî
ñîöèàëüíûìè ôàêòîðàìè.

Áåçóñëîâíî, êîíöåïöèÿ ñòðîãîñòè êàê ëîêàëüíîé îáùåçíà÷èìîñòè
ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ñîêðàùåíèÿ äîêàçàòåëüñòâ áëàãîäàðÿ îáðàùåíèþ
ê èíòóèöèè â îäíîì ðàçäåëå ìàòåìàòèêè íå ñîâïàäàþò ñ òàêîâûìè
â äðóãîì ðàçäåëå. Èíûìè ñëîâàìè, â ðàçíûõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè
èìåþò ìåñòî ðàçíûå ïðåäñòàâëåíèÿ îá óáåäèòåëüíîñòè. Òî÷íåå, óáå -
äèòåëüíîñòü â ðàçíûõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè îïðåäåëÿåòñÿ ðàçíûìè
ôàêòîðàìè. Îáðàùåíèå ê ðàçíûì ñèñòåìàì ðåïðåçåíòàöèè ïîçâîëÿåò
èñïîëüçîâàòü â ðàçíûõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè ðàçíûå êîãíèòèâíûå ñïî -
ñîáíîñòè, ðàçíûå ôîðìû èíòóèöèè. Òåì íå ìåíåå êîððåêòíîñòü äîêà -
çàòåëüñòâà îñòàåòñÿ ôàêòè÷åñêèì âîïðîñîì. Êîíòåêñò îïðåäåëÿåò íå
êðèòåðèè êîððåêòíîñòè, à êðèòåðèè óáåäèòåëüíîñòè. Ìåæäó êîððåêò -
íîñòüþ êàê ôîðìîé ñòðîãîñòè â êîíöåïöèè ñòðîãîñòè êàê ëîêàëüíîé
îáùåçíà÷èìîñòè è óáåäèòåëüíîñòüþ èìååò ìåñòî âàæíîãî ðîäà îòíî -
øåíèå, êîòîðîå, îäíàêî, íå ÿâëÿåòñÿ êîíñòèòóòèâíûì, à ïðîèñòåêàåò
ñêîðåå èç îáùåé íàäåæíîñòè [5] ÷åëîâå÷åñêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñïî -
ñîáíîñòåé ïî ïîñòðîåíèþ è ïðîâåðêå äîêàçàòåëüñòâ, ñïîñîáíîñòåé,
ïîçâîëÿþùèõ ñëåäèòü çà êîððåêòíûì äîêàçàòåëüñòâîì. Äðóãèìè ñëî -
âàìè, èìååò ìåñòî ñâÿçü ñ ðàññìîòðåííîé âûøå îáîçðèìîñòüþ ìàòå -
ìàòè÷åñêîãî äîêàçàòåëüñòâà.

Ðàçíûå ðàçäåëû ìàòåìàòèêè íå òîëüêî îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà
(â òîì ÷èñëå, êàê ýòî áûëî óêàçàíî âûøå, ïî êðèòåðèÿì óáåäèòåëü -
íîñòè), íî è âçàèìîäåéñòâóþò äðóã ñ äðóãîì â ðàçíîé ñòåïåíè (íàïðè -
ìåð, òîïîëîãèÿ ñ àáñòðàêòíîé àëãåáðîé, òåîðèÿ òèïîâ ñ ëÿìáäà-èñ÷èñ -
ëåíèåì è ò. ä.). Ïîñëåäíåå îáîãàùàåò ìàòåìàòè÷åñêóþ ïðàêòèêó è íå
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ïîçâîëÿåò ðàçíûì ðàçäåëàì ìàòåìàòèêè êàðäèíàëüíî îòõîäèòü äðóã
îò äðóãà. Êðîìå òîãî, êîíöåïöèÿ ñòðîãîñòè êàê ëîêàëüíîé îáùåçíà -
÷èìîñòè íå ÿâëÿåòñÿ ðàäèêàëüíîé ðàçíîâèäíîñòüþ ðåëÿòèâèçìà â ñèëó
òîãî, ÷òî òà æå óïîìÿíóòàÿ ñïîñîáíîñòü «ìàíèïóëÿòèâíîãî âîîáðà -
æåíèÿ» âîçíèêàåò íå íà ïóñòîì ìåñòå, à èìååò îñíîâàíèÿ â îáûäåííîé 
ïðàêòèêå è îáó÷åíèè ïîñðåäñòâîì èíäîêòðèíàöèè è óñâîåíèÿ íîðì
è ïðàâèë ìàòåìàòè÷åñêîãî ñîîáùåñòâà, êîòîðûå òðåíèðóþòñÿ â òîì
÷èñëå ðàáîòîé êàê ñ ïðèíÿòûìè (ñ÷èòàþùèìèñÿ óáåäèòåëüíûìè)
íåôîðìàëüíûìè, òàê è ñ ôîðìàëèçîâàííûìè äîêàçàòåëüñòâàìè.

IV

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâëÿåòñÿ îáîñíîâàííûì óòâåðæäàòü, ÷òî
êîíöåïöèÿ ñòðîãîñòè êàê ëîêàëüíîé îáùåçíà÷èìîñòè òåñíî ñâÿçûâà -
åòñÿ ñ êðèòåðèÿìè óáåäèòåëüíîñòè, ïðèñóùèìè ðàçíûì ðàçäåëàì ìà -
òåìàòèêè, îäíàêî âåäåò ê óìåðåííîé ôîðìå ðåëÿòèâèçìà, ê òåçèñó
î òîì, ÷òî êðèòåðèè óáåäèòåëüíîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî äîêàçàòåëüñòâà
çàâèñÿò îò îáùèõ çíàíèé è îáùèõ ïðàêòèê (îáùåé «ôîðìû æèçíè»,
åñëè èñïîëüçîâàòü òåðìèíîëîãèþ Ë. Âèòãåíøòåéíà) ìàòåìàòè÷åñêîãî 
ñîîáùåñòâà, äëÿ êîòîðîãî ïðåäíàçíà÷åíî äàííîå äîêàçàòåëüñòâî. Âå -
ðîÿòíî, èìååò ñìûñë ãîâîðèòü î òîì, ÷òî íåôîðìàëüíîå äîêàçàòåëü -
ñòâî, â êîòîðîì ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàåò êàêàÿ-ëèáî ôîðìà èíòóè -
öèè, ïðè åãî ýêñïëèêàöèè, àíàëèçå è ñòðîãîé ôîðìàëèçàöèè ñòàíî -
âèòñÿ íîâûì äîêàçàòåëüñòâîì, ëèøü èäåéíî ñâÿçàííûì ñ èçíà÷àëü -
íûì íåôîðìàëüíûì äîêàçàòåëüñòâîì.

Ñòðîãîñòü êàê ëîêàëüíàÿ îáùåçíà÷èìîñòü è êðèòåðèè óáåäèòåëü -
íîñòè íåôîðìàëüíîãî äîêàçàòåëüñòâà ïðåäïîëàãàþò, ÷òî êîððåêò -
íîñòü äîêàçàòåëüñòâ ìîæåò îöåíèâàòüñÿ áåç ôîðìàëèçàöèè, îäíàêî
ýòî íå ïðîòèâîðå÷èò èäåå ïðèíöèïèàëüíîé ôîðìàëèçóåìîñòè, à òàêæå 
òîìó, ÷òî ôîðìàëèçàöèÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîìîãàåò ðàçðåøèòü ðàçíî -
ãëàñèÿ, ïîòåíöèàëüíî âîçíèêàþùèå ïðè ýïèñòåìè÷åñêîì ðàçëè÷èè
àãåíòîâ. Òåì íå ìåíåå óêàçàííûå êîíöåïöèè ñâèäåòåëüñòâóþò ñêîðåå
î òîì, ÷òî ôîðìàëèçàöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì (è äàæå äîñòà -
òî÷íûì) óñëîâèåì ïîíèìàíèÿ äîêàçàòåëüñòâà, à òàêæå òîãî, êàê â ìà -
òåìàòè÷åñêîé ïðàêòèêå ìîãóò âîçíèêàòü ðåçóëüòàòû, îïèðàþùèåñÿ íà 
äîêàçàòåëüñòâà, â êîòîðûõ âàæíóþ ðîëü èãðàåò èíòóèöèÿ.

Êîíòåêñòóàëüíîñòü, îáîçðèìîñòü, ñòðîãîñòü
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